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VI.1.- SENAL ANALITICA

Dada la redundancia existente entre las frecuencias positivas y
negativas de la respuesta frecuencial de una sefial real, puede usarse solo la
parte positiva (0 negativa) del espectro para caracterizar completamente la
sefal.

Se define la sefial analitica de x(t) como :

Ay(w) = 2X(wW)u(w)

0 sea, el doble del espectro de las frecuencias positivas

ﬁkA)gw)

De forma analoga podria definirse otra funcion analitica.
Ay (W) = 2X(w) u(-w)
para frecuencias negativas. Obsérvese que

A (@) = A;(oo) w=0

En el dominio del tiempo, la sefial analitica tendr& la expresion:
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%mzﬁj X(w) el®t doo = F1 [Ax(w)]
0

compruébese que

@mzpﬂﬁmmzim

Esta sefial es compleja y su parte real es precisamente la sefial x(t)

. U
X(w) e/ dw%
0

1
X(t) = Tt Re

g1

La parte imaginaria Q(t) es

Q 1 Ew joot E
(®) = Im DI X(w) e dooD
tlo H

y se conoce como transformada de Hilbert y en el préximo apartado se vera
otra expresion mas comun. Concluyendo

ay(t) =x(t) + k@)
x(t) = Re [ay(t) ]

L) = Imlay(t) ]

Obsérvese que la sefial analitica ay(t) es coherente con el analisis

fasorial. Asi si

X(t) = Acoswg t

se tiene que
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X(w) = MAJ(W-wy ) + TAJ(W+w )

La transformada de Hilbert sera

_ U
2 == ImY Xw)elwt dwg = Asenwg t

W

=
S

y la sefial analitica

ay () = x(t) + jR() = Ael0!

VI.2.- TRANSFORMADA DE HILBERT

VI-3

En el apartado anterior se ha definido la transformada de Hilbert como

Qo) =1may®1=1m F1 AW,

Teniendo en cuenta que :

Ay(w) = 2X(w) u(w) = X(w) [1 + sign(w)]

su transformada inversa sera

ay () = x(t) + F1 [X(w) sign(w)]
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ay() =X+ %0 7

Por tanto :

20 :x(t)*% :% #]% dt

-00

X(t) 1 y(t) = 2(¢)
|

Esta expresion es la que realmente se conoce como transformada de
Hilbert.

En el dominio frecuencial

X(w) = -jsign(w) X(w)

Asi pues para obtener la transformada de Hilbert de una sefal x(t), la
pasamos a través de un sistema lineal cuya funcion de transferencia es :

A sion(w)
FASE 102

*]

>

FASE -1t/2
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Dispositivo que puede considerarse que produce un desfasaje de -90
grados para las frecuencia positivas y 90 grados para las negativas mientras
gue las amplitudes son inalteradas. Este dispositivo ideal se le conoce como
transformador de Hilbert o filtro en cuadratura.

EJEMPLO :

X(t) = coswy t

su transformada de Fourier

X(w) = TTd(W - wy) + TO(W + Wy)

Por tanto la respuesta frecuencial de la transformada de Hilbert

X(w) = -jsign(w) X() :25j 3w - wg) 5”1 3w+ 0)

Luego :
Q(t) = senwg t

Analogamente

senwy t - -COSWq t

VI.3.- PROCESADO DE SENALES MEDIANTE EL USO DE LAS SENALES
ANALITICAS
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Puesto que

Ay(w) = 2X(w) u(w)
Y (w) = H(w) X(w)

se tendra que

Ay(@) = H(®) Ay()
y también
1
Ay(oo) =5 Ap(@) Ay(w)

y en el dominio del tiempo

ay(t) =h(t) » ax(t)

ay(t) :% ap(t) = ay(t)

Vi.4.- ENVOLVENTE Y FRECUENCIA INSTANTANEA

VI-6

Igual que en fasores, ay(t) puede interpretarse como un vector en el

plano complejo
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A PARTE IMAGINARIA

g

0
X(@t) A

* >

ENVOLVENTE e, (1)

VI-7

» PARTE REAL

X(t)
\\\\FASEINSTANTANEA Oy (t)

La envolvente de la sefial x(t) es

exd) = lay(l = /X2 + R2()

La fase instantanea

20
dy(t) =arctg X

La frecuencia instantanea puede calcularse como

1 doy(1)
fix® =57 "qt

VI.5.- TRANSFORMADA DE HILBERT DEL PRODUCTO DE UNA SENAL

PASO BAJO Y OTRA PAJO ALTO CON ESPECTROS QUE NO SE

SOLAPAN

Sea

x(t) = b(t) a(t)
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VI-8

donde b(t) es una sefal paso bajo con transformada B(w) tal que B(w)=0 para

|w| > W vy a(t) es paso alto tal que A(w) =0 si [w] <W.

La transformado de Fourier de x(t) es

X(w) :% A(w) *» B(w) :% J A(w-w) B(w) dw'

La respuesta frecuencial de la transformada de Hilbert
X(w) = -jsign(w) X(w)

y la transformada de Hilbert

e U e o .
Qt :% [ -isign(w) %1? [ Alww)B(w) dw‘% el®t de
-0 O - O
= ﬁ J J jsign (o) A(w-w) B(w) el dow dow
Tt
Realizando el cambio Uu=w-w

R =(?1'JT')—2 [ ] sign(u+e) Au) B(w) el(W+u)t gy de

El producto A(u) B(w') sélo esta definido en las franjas rayadas de la

figura en el plano u-w'.
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A Al

N
N\

.

+— sign(u+w ) =1

y
S

<« sign(ura )=

N
AN\

01 u+w>0
sign (u+ w) =0
01 u+w<0

Puesto que

se verifica que
sign (u + w’) = sign(u)

En las franjas rayadas, luego

Q) =% [ B@w) elwt dw’% [ sign(u) Aqu) elut gy

-00 -00

Concluyendo
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e =20 b

VI.6.- PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE HILBERT

VI1.6.1.- LINEALIDAD
Sea z(t) = x(t) + y(t)
20 =% + 90
se deduce de la linealidad de la convolucion

50 =180 + 9] + =

VI1.6.2.- AUTOCORRELACION Y ESPECTRO DE LA TRANSFORMADA DE
HILBERT

La funcién de autocorrelacion sera

ROQ(T) =R(1) « &'(1)

1
-TTT

= X(1) * 'ITLT « X (1)
=x(1) * X (1) » 'ITLT * %ﬁ@

= X(1) * X (-1) * &(1)

= X(T) * X (-T) = Ryy(T)
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Luego la transformada de Hilbert tiene la misma funcién de autocorrelacién
gue la sefal

RQQ(M = Ryx(D)
y por lo tanto tendra el mismo espectro. Por otro camino

SRR = [X(W)2 = |sign() X(@)]2 = |X(W)]2 = Syx(®)

VI.6.3.- CORRELACION CRUZADA DE UNA SENAL Y SU
TRANSFORMADA DE HILBERT

RXQ(T) = X('[) * Q*(-T) = X(T) * X*('T) * %#%

RyQM = -Ryx * nit = - Ryy(®)
Analogamente

REX(D = Ryx(®)

Y sus espectros cruzados

S@x(w) = -jsign(w) Syy(w)

SyR(w) = jsign(w) Syy (w)

VI.6.4.- RELACION DE ORTOGONALIDAD ENTRE UNA SENAL Y SU
TRANSFORMADA DE HILBERT

Una sefial x(t) y su transformada de Hilbert son ortogonales, esto es
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oo}

[ X% dt =0

-00

Demostracion :

oo

21T

-00 -00

= [ sign (@) [X(®)|? dw

-00

Puesto que |X(oo)|2 es par la integral es cero.

VI.7.- TRANSFORMADA INVERSA DE HILBERT

La transformada inversa de Hilbert es

e
x(t) = % j # dt
Demostracion :
Sea y(t) = R

La transformada de Hilbert de y(t) sera

OO =y « = =) « =

= X(t) * % * % = X(t) = [-0(1)]

= (1)
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También puede verse en el dominio de la frecuencia.

VI.8.- TRANSFORMADA DE HILBERT DE LA CONVOLUCION DE DOS
SENALES

Sea y(t) = x(t) = h(t)
su transformada de Hilbert es

D) =2+ y(O) =+ X+ hQ)
Luego

H[X(®) * h©)] = R() = ht) = x(@) * A

VL.9.- SENALES CAUSALES Y TRANSFORMADA DE HILBERT

Por ser sefales reales puede escribirse

X(t) = Xp(t) +Xi(t)
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y como se ha visto anteriormente se cumple que
R(®) = F [p(0)
Ji(w) = Fxj()]
En el caso de ser causal se cumple ademas (ver figura)

xp(t) = Xj(t) sign(t)
Xi(t) :xp(t) sign(t)

Transformando la segunda
AR 2
i) = 57 R) * 3,
Luego la parte imaginaria es la transformada inversa de Hilbert de la parte real

1 7 RW)
@7 | ow

-00

dw

Analogamente, transformando la primera

I ((%)]
o ww

-00

R(w) dw T Hilbert Directa

Esta ultima sélo es cierta si no hay impulsos en el origen de x(t). Si x(t) =
X'(t) + kd(t), el impulso estara presente en xp(t) , pero no en x;(t) . Ademas

R(®w) _, k. En este caso, la relacion segunda se modificara dando:
W— »®

L)

R@=R(=)+7 [ <=

-00

dw R(~) =k
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VI.10.- SENALES PASO BANDA

Se denomina sefial paso banda a aquella cuya transformada de Fourier

sblo existe en un determinado rango de frecuencias en la vecindad de alguna
frecuencia f; que puede denominarse frecuencia central o portadora.

X
A (W)

La pulsacion wy es arbitraria y no tiene porque coincidir ni con la media
aritmética ni con la geométrica de wq y wo .

La transformada de la sefial analitica, segun se ha definido
anteriormente, es

Ay(w) = 2X(w) u(w)

A AL

En el dominio del tiempo
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ay(t) = x(t) + @)

VI.11.- EQUIVALENTE PASO BAJO

La sefial analitica puede interpretarse como el resultado de desplazar
en frecuencias (modular) una sefial By(w) paso bajo, esto es,

Dominio del tiempo
ay(t) = by(t) el¥o!

Dominio de la frecuencia

Ay(w) =By(w- wp)

La sefal by(t) se le denomina equivalente paso bajo de ay(t) o x(t). Es

compleja y permite obtener x(t) y Q(t) como :

x(t) = Re Hhy(t) e/0'H
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Q) =1m Hhy () e/ 90H

VI.12.- SENALES SIMETRICAS Y ANTISIMETRICAS

Si X(w) es hermitica alrededor de w , es decir, si |[X(w)| tiene simetria

pary ¢y(w) impar alrededor de w, , entonces By(w) tendra la misma simetria
alrededor del origen y by(t) sera real.

En este caso

X(t) = by(t) coswyt

R =by(t) senwyt

Analogamente si X(w) es antihermitica alrededor de w, , es decir, X(wq
-W) = -X*(ooo + W) , By(w) tendra la misma simetria alrededor del origen y by(t)

serda imaginaria pura. En este caso

X(t) = -by " () sen wy t
by (t) = jby '(t)
R = by '(t) coswy t

Estas ideas que simplifican el manejo de by(t) y por tanto de x(t), deben
tenerse presentes a la hora de elegir w, en un problema concreto.

VI.13.- COMPONENTES EN FASE Y CUADRATURA

Si la sefal equivalente paso bajo se especifica por su parte real e
imaginaria
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by(t) =ix(t) +jax(®)

se obtiene una representacion peculiar para x(t) en funcion de dos sefales
paso bajo

X(t) = iy () COSwy t - Ay (t) sen wyt = Re fby(t) e/otH
ix(t) , ay(t)  son las sefales paso bajo
Analogamente la transformada de Hilbert

Q(t) =iy (t) senwgt+ gy(t) coswyt=1Im H)X(t) eijtH

La envolvente de la sefial paso banda sera

ex(®) = lax®l = oy®] =~[i, 20 + ay2()

y la fase instantanea

¢x(t) =W t+ ¢bx(t)

con

O (t)
dpx(t) = arctg IXT

Las sefiales paso bajo iy(t) y qy(t) se denominan componentes en fase

y cuadratura, repectivamente.
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La expresion de la transformada de Hilbert de una sefial paso banda en
funcion de las componentes en fase y cuadratura permite implementar dicha
transformada de una manera eficiente y exacta.

La obtencion de las componentes en fase y cuadratura a partir de la
sefal paso banda puede obtenerse mediante el esquema de la figura.

FILTRO |
» PASO- [——»12ix(0®
BAJO

COS W gt

x()

sen t
wo FILTRO

» PASO- |— > 12 q,()
BAJO

VI.14.- RETARDOS DE FASE Y DE GRUPO

Estos términos son usados para describir los retardos que sufren las
diferentes partes de una sefal paso banda, de banda estrecha, cuando pasa a
través de un sistema lineal paso banda con pequefia distorsion de fase. Dichos
términos carecen de significado en sistemas de banda ancha.

Sea x(t) una sefal paso banda que por simplicidad supondremos
hermitica en torno a la frecuencia central w,

X(t) = by(t) cos wyt

En este caso, como se ha visto, la sefal paso bajo es real y su
transformada hermitica en torno del origen, limitada a
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|o] = W
La sefal paso banda se dice que es banda-estrecha si se verifica que
We lwg <<1

Sea ahora un sistema paso banda
H(®) = |H(w)| e?H(®)

tal que la amplitud es practicamente constante en la banda de la sefial
|H(w)| O[H(wp)l Wy - We <|w <wy + W

y la fase puede aproximarse por una recta de acuerdo con el desarrollo en
serie de Taylor.

d(l)H(OO)D
PH(®) DOp(wo) * (@ 0p) — 1
W= 0y

Definiendo el retardo de fase y de grupo como sigue

dH(wp)
h ="y
o
_ d¢H(w)E
tgr=- dw 0O
W= Wy

La transformada de la sefial analitica correspondiente al sistema paso
banda sera

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Comunicaciones Analogicas VI-21

AH(®) = 2JH(0)] e1@0tph 1@ @o) tgr gy
La transformada de la sefal analitica de x(t) es
Ay(w) = By(w - wp)
y por tanto la transformada de la sefal analitica de salida sera

AY(©) 75 A6 AH(©@) =IH(wo)] €190 B (w-ay) 1@ 90)lar u (g

La sefial analitica sera la transformada inversa

ay(t) = [H(wo)l e790lph by (tty,) /0!
Luego la sefial de salida sera

y(t) = Re [ay(t)] = |H(wp)| by (t-tgr) coswo(t-tph)
CONCLUSION

El retardo de grupo evaluado en la frecuencia central es el retardo de la
equivalente paso bajo de la entrada y el retardo de fase es el retardo de
portadora.

En las figuras siguientes pueden observarse ambos retardos en una
sefal paso banda.
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w t
0

En la figura pueden observarse graficamente los retardos de grupo y
fase. Estos son las tangentes de los &ngulos representados.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Comunicaciones Analogicas VI-23

A q)I-F W)
t ph
I
. -
W W
0
t
ar
VI.15.- FILTRADO EQUIVALENTE PASO BAJO
Sea el sistema h(t) paso banda
X(t) y()
EE— h(t) —

Este sistema puede disefiarse con tecnologia de baja frecuencia usando
leve circuiteria adicional.

Puesto que entre las sefiales analiticas existe la relacion
_1
ay(t) =35 ay (1) * ap(®
La misma relacion se tendra para las sefiales paso bajo

by (1) :% by(t) * bp(t)
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De este modo puede escribirse, después de sustituir los equivalentes
paso bajo por sus componentes en fase y cuadratura, que:

() = % [(ix(©) * iy (5) - Ay (1) * QR (D)]

aqy(t) = % [ix(® * an(t) + ay(t) = ix(0)]

Por tanto el sistema paso bajo que se implementaria entre x(t) e y(t)
seria

112ip (1)

ax (1) 112 gy (1) .

[T

//////////f/////////

Este sistema, usado tradicionalmente en sistemas radar, sobre el papel
solucionaria el procesado en radio frecuencia con tecnologia de baja

frequencia, el problema radica en que la realizabilidad de h(t) no garantiza la
de in(t) o gn(t) lo que conduciria solo a soluciones aproximadas de h(t).

VI.16.- REPRESENTACION FASORIAL DE SENALES PASO BANDA

Todas las sefales que intervienen en la representacion de sefiales paso
banda
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by() =ix(t) +jax(®)

a () = by(t) ¥t = x(t) + ()

(1) = Re [ay(t)] = [by(t)] cos [wgt + dpy(D)]

= iy(t) coswg t-gy(t) senwyt

R = Im [ay (] = [by(®)] sen [wot + dpy(®] =

=iy(t) sen  wgyt+gy(t) coswgt

ex(®) = lay() | = Iby(® [ = X2 + &2 = /i) + 9, 2(0)

ay(t) 20
dy(t) = wg t+ dpx(t) = wy t + arctg W = arctg m = ¢ax(t)

Pueden representarse en el plano complejo como en la figura

EJE IMAGINARIO

%)

by (1)

by (B)

/ C Y (pbx(t) P, (1)
a, (t

&

a, ®

x(t) EJE REAL
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En realidad se trata de dos planos complejos superpuestos, donde el

correspondiente a las sefiales equivalentes paso bajo se ha girado un angulo
wq t en sentido contrario a las agujas de reloj para mayor claridad.

VI.17.- REPRESENTACION DE PROCESOS ESTACIONARIOS PASO-
BANDA

Sea n(t) un proceso aleatorio estacionario paso-banda. EI proceso
analitico correspondiente puede representarse como

an(® =n() + e

siendo ﬁ\(t) la transformada de Hilbert del proceso n(t), esto es, el proceso de
salida del siguiente sistema

n(t) 1 o

A =n() *%

Como en sefales deterministicas, el proceso analitico puede escribirse
como :

an() =bp(t) el

by () , como se vera mas adelante, es el proceso paso-bajo equivalente
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bp(t) =in() +jan()
de las expresiones anteriores puede establecerse
in® +idn@® = [n(® + i) et

de forma que los procesos fase y cuadratura en funciéon del proceso paso
banda tienen las expresiones siguientes :

in(t) =n(t) coswyt + ﬁ\(t) senwg t

an® = ﬁ\(t) COSWg t - N(t) senwy t
Las relaciones inversas son :

n(t) =ip(t) coswyt-qu(t) senwyt

ﬁ\(t) =(p(t) coswgyt+in(t) senwyt

VI.17.1.- AUTOCORRELACION Y CORRELACION CRUZADA DE LOS
PROCESOS FASE Y CUADRATURA

Si el proceso paso-banda n(t) es estacionario, vamos a demostrar que
los procesos fase y cuadratura también son estacionarios. La autocorrelacion
del proceso fase es

Rin in (t+1,t) = E{in(t+0)i (0}
Sustituyendo in(t)

Rin in(t+t,t) = E%(tﬂ) COSWy(t+1) + ﬁ\(t+r) senwg (t+t)H
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Hh(t) cosapt + R(t) senwgth

Desarrollando el producto

Rin in(t+t, t) = E{n(t+1) n(t)} coswy(t+T) coswy,t+

E{n(t+1) ﬁ\(t)} COSWq (t+T1) senwy t +
E{ﬁ\(tﬂ) n(t)} senwy(t+1) coswyt +

E{ﬁ\(t+T) ﬁ\(t)} senwg(t+1) senwy t

La esperanza correspondiente al primer sumando es la autocorrelacion
del proceso paso-banda.

Ron(D = E{(t+1) n(t)}
La del segundo sumando es

R = E n(trr) Ao} = E (e n) » o -

- e | M

B oo E

Introduciendo n(t+1) dentro de la integral e intercambiando la esperanza
con la integral.

* Eqn(t
Rnﬁ(T):IW d(]:
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® Rpp (4T - a)
= I e da
-a

-00

Realizando el cambio de variable t+1-00 = u se obtiene

* Rpn(u)
RfA(M) =- [ —oo— du=-Ryn(®

-00

De manera analoga puede obtenerse para los otros dos sumandos
RAnM = EREON®} =Rpn()
RAAM = ER(t+1) RO} = Ryp(0)

Relaciones completamente idénticas a las correspondientes a sefales
deterministicas.

Haciendo uso de las relaciones trigonométricas

1

COsAcosB =5 [cos(A-B) + cos (A+B)]
1

senAsenB = 5 [cos(A-B) - cos(A+B)]

1
senA cosB =5 [sen(A-B) + sen(A+B)]

Se obtiene finalmente la autocorrelacion

Rinin (t+1,t) =Rpp (1) coswy T+ ﬁnn(r) SeNWy T = Rinin(r)
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gue solo depende de T.

La autocorrelacion del proceso cuadratura y la correlacion cruzada de
los procesos fase y cuadratura pueden obtenerse de manera analoga.

anqn(T) - Rinin(r)
anin('[) = ﬁnn(T) COS Wy T - Rpp (1) senwy T
Rinqn('[) = -anin('[)

Multiplicando R; ; (T) por cosw, T(senw, T) Y Ry _i (T) por senwy T (
inin 0 0 Anin o

coswy T) y restando (sumando) se obtienen las relaciones inversas
Rnan(T) = R; i (T) cosw,T- Ry i (T) senwy T
an(® =R i (1) coswy T- Ry i (1) senwg

Rpn(m = anin('[) COSWy T + Rinin(T) senwy T

Obsérvese que la correlacién del proceso paso banda tiene la misma
forma que una sefial paso banda en la que la "SENAL EN FASE" es Rinin(t) =

R (1) yla"SENAL EN CUADRATURA" es la correlacion cruzada Ry ;i (1)
AnAn Onln

= -Rinqn('[) .

Las expresiones de Rinin(r) y anin(r) en funcion de Ryn(T) Y Rpp (1)

pueden obtenerse por el procedimiento sefialando anteriormente, esto es,
multiplicando por senwg T (Coswy T) y sumando (restando).

VI.17.2.- AUTOCORRELACION DEL PROCESO PASO BAJO

Rp, b, (D = E¢ bp (t+1) by (t)y
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substituyendo by (t)
Rp b (D = EL (D) + jan(t+0)] [in(0) - jan O}
R; In() - JR; ndn (1) +JRq in (1) +Rq an (1)

Teniendo en cuenta las propiedades obtenidas anteriormente :

I:‘)bnbn(r) - quininm * J.F‘)Olnin(T)E

VI.17.3.- AUTOESPECTRO DE LOS PROCESOS FASE Y CUADRATURA

Tomando transformadas de Fourier en la autocorrelacion del proceso en
fase

In n(w) qnqn(w) - F%?inin(T)H -

= F[Rpjn(T) coswgt + Rpyp(T) senwyT]

Teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de Fourier y de
Hilbert

'n n(oo) [Snn(oo Wp )* Spp (W + ooo)]
-] % [-jsign (w-wg) Spp(w-wg) + jsign(w+wg) Spp(w+wg)]

= % [1 - sign(w-wg)] Spp(w-wy) + % [(1+ sign (wtwg)] Spp(wtwg)

o bien
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Sinin(oo) = Spp(w-0g) U(-wtwg ) + Spp(wtwg) u(w+wy )

Expresion que tiene una interpretacion grafica sencilla. Sea el espectro
de la sefial paso banda el siguiente :

|
I
Wy ~w Wy Wy tW)

El primer sumando consiste en desplazar todo el espectro, a la derecha,
la cantidad wg y eliminar la parte centrada en 2w,

Snn(('o'wO) u ('w"'wO)

u(-w +wy)

El segundo sumando realiza la operacion contraria, desplaza el
espectro, a la izquierda, la cantidad wg, y suprime la parte centrada en -2wy, .

S in@tw,)u(w +wo)

u(w+ wg)

-2 Wg - W - Wy Wo
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El espectro final seré la suma de los anteriores

A SI i (@)
n n
A 4+
= - —>
W2 Wi wp W2
VI.17 .4.- ESPECTRO CRUZADO DE LAS SENALES FASE Y

CUADRATURA

Siguiendo el mismo procedimiento del apartado anterior
Sqnin(w) =F Eanin(T)E -
= F Ry (1) coswyT - Ryn(T) senwytH
1 .. .
=5 [FIsign(w-0g)Spp(w-wg) - jsign (wtwg) Spp (Wtwg)]
1
t5 [Shn(@-wg) - Sy (@+wg)]
1 . 1 .
=] 75 [1-sign(w-wg)] Spp(w-wg) -5 [1+sign(wtwg)] Spp(wtog)

o bien

Sqnin(oo) = JSn(@-0g) U(-wt+wg ) -jSpp(w+wg) u(w+wg )

Gréaficamente, para la misma sefal anterior
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VI.17.5.-
ANALITICO

ESPECTROS DEL PROCESO BAJO Y DEL

El espectro del proceso paso bajo sera
Sbnbn (@) = Zginin(w) ¥ qunin(w)H

Sustituyendo los espectros calculados anteriormente queda

Sbnbn(oo) = 4Sp(wtwg) u(wtwy )

El espectro del proceso analitico vendra dado por

Sanan(oo) :Sbnbn(oo -Wg) =4Spn(W) u(w)

Graficamente
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A s W
b, b,(®)
an +
/ -0
-1 w2
As W
anan( )
W
4A T
L
10 > 0
(JOO—OL)]_ (‘00 +002
VI.17.6.- PROPIEDADES DE LAS COMPONENTES FASE Y

CUADARATURA DE LA AUTOCORRELACION DEL PROCESO PASO
BANDA.

Se ha visto anteriormente que

pero al ser gn(t) e in(t) reales, de la propia definicion de correlacion cruzada

se deduce

I:\)incln(r) - anin(-r)

Luego
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I:\)incln(r) - -Rinqn(_T)

de donde se concluye que la correlacion cruzada es una funcion impar. Esta
propiedad también puede deducirse del espectro cruzado de ambas sefiales
(imaginario puro).

La potencia de las sefales fase y cuadratura

Pi =P

= R:
n Un In

in 0) = anqn(o) =Rpn 0) = Pn

es la misma que la del proceso paso banda.

VI.18.- RUIDO BLANCO PASO BANDA

A Spn(@)

- n/2

I | >
_(L)O -W _(L)O _(L)O +W (L)O -wW (L)O (L)O +W

Por estar centrado en wy , la correlacion cruzada y el espectro cruzado

de los procesos fase y cuadratura son nulos. El autoespectro de ambos
procesos sera

Si i @)
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VI.19.- PROCESOS PASO-BANDA NO ESTACIONARIOS

Hemos visto en el apartado anterior que si un proceso paso-banda es
estacionario, els proceso paso-bajo y los procesos en fase i en cuadratura
también lo son. El contrario no siempre es cierto. Sean x(f) i y(f) dos procesos
banda base i sea

w(t) = x(¢) cosa,t — y(t)sinayt

Un proceso paso-banda tal que fy es mas grande que la maxima frecuencia de

los procesos paso-bajo, donde f, :%. La correlacion del proceso w(f), de

7i

acuerdo con el apartado anterior, vendra dada por
R, (1,7) = E{w(t + 1)w(1)}= % Rek, (.0 + R, o, ryeree v

Siendo b, () el proceso equivalente paso-bajo,

b, (1) = x(1) + jy(1)

R, (#,7) es su correlacion y wabg(t,z) la correlacion cruzada del proceso paso-

bajo y su conjugado. Estas ultimas valen

R, (1,1)=R.(t,1)+ R (1,1) + j|R .(t,1) - R (1,7)]

R, (.0 =R (1,0 =R (1) + j[R,,(1,1) + R, (1.1)]

Por tanto, para que el proceso paso-bajo sea estacionario se ha de cumplir que
x(f) 1 y(f) sean estacionarios y ademas que

R(M)=R(7) T R, (1)=-R,(7)
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VI1.19.1.- PROCESSOS PASSA-BANDA AMB FASE ALEATORIA

Una manera de soslayar el problema de los procesos paso-banda no
estacionarios es suponer que la portadora tiene una fase ¢ que es una

variable aleatoria distribuida uniformemente en [-T;1t] e independiente de los
procesos, es decir

W () = x(1) cos{aol +¢) = y(1)sin(a +4)
En este caso el proceso paso-bajo sera
b, (1) = [x() + jy()}e’* = b, (1)e"®
Su correlacion
R )= Epr(t+ )b} = R, (1) = R.(1) + R, (1) + j[R,.(1) - R,, (1))
y la correlacion cruzada de b,.(f) y su conjugado

R, (O =Ep@+0p )= R, (O E*}=0

Por tanto el nuevo proceso es estacionario si los procesos x({) i y(f) lo son.
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